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Resume 



Etant donne un graphe (oriente) G — (S, A), une partie X de S est un 
intervalle de G lorsque pour tous a,b £ X et x g S — X, (a, x) g A si 
et settlement si (b, x) £ A et (x, a) £ A si et seulement si (x, b) g A. 
Par exemple, 0, {a;} (x g S) et S sont des intervalles de G, ap- 
^~! ' peles intervalles triviaux. Un graphe, dont tous les intervalles sont 

in , triviaux, est indecomposable ; sinon, il est decomposable. Un sommet 

r\\ • x d'un graphe indecomposable G est critique si le graphe G — x est 

decomposable. En 1993, J.H. Schmeri et W.T. Trotter ont caracterise 
les graphes indecomposables dont tous les sommets sont critiques, 
appeles graphes critiques. Dans cet article, nous caracterisons les 
graphes indecomposables qui admettent un unique sommet non cri- 
tique, que nous appelons graphes (-1) -critiques. Nous repondons ainsi 
a une question posee par Y. Boudabbous et P. Ille dans un article 
recent etudiant les sommets critiques dans un graphe indecomposable. 



Abstract 

The (-l)-critical graphs. Given a (directed) graph G — (V, A), a 
subset X ofVis an interval of G provided that for any a,b G X and 
x g V — X , (a,x) g A if and only if (b, x) G A and (x, a) £ A if and 



only if (x, b) G A. For example, 0, {x} (x £ V) and V are intervals 
of G, called trivial intervals. A graph, all the intervals of which are 
trivial, is indecomposable; otherwise, it is decomposable. A vertex x 
of an indecomposable graph is critical if G — x is decomposable. In 
1993, J.H. Schmerl and W.T. Trotter characterized the indecompos- 
able graphs, all the vertices of which are critical, called critical graphs. 
In this article, we characterize the indecomposable graphs which ad- 
mit a single non critical vertex, that we call (-1) -critical graphs. This 
gives an answer to a question asked by Y. Boudabbous and P. Illc in 
a recent article studying the critical vertices in an indecomposable 
graph. 

Mots cles: intervalle, graphe indecomposable, sommct critique, graphe 
(-l)-critique, graphe d'indccomposabilite. 



1 Introduction 

1.1 Generalites 

Un graphe (oriente) G = (S(G),A(G)) ou (S, A), est constitue d'un 
ensemble fini S de sommets et d'un ensemble A dc couples de sommcts 
distincts, appeles arcs de G. Ij'ordre (ou lc cardinal) du graphe G est le 
nombrc dc ses sommcts. Soit G = (S, A) un graphe. A chaque partic X dc 
S est associe le sous-graphe G(X) = (X, AD (X x X)) de G induit par X. 
Pour X CS (rcsp. x G S), le graphe G(S-X), ou S-X = {s e S : s <£ X}, 
(resp. G(S — {x}) est note G — X (resp. G — x). Pour tous sommets distincts 

x, y de S, x < — > y signifie (x, y) G A et (y , x) G A ; x y signifie (x, y) ^ A 

et (y, x) $_ A ; x — > y signifie (x, y) G A et (y, x) ^ A. Pour x G S et Y C S, 
x — > Y signifie x — > y pour tout y G Y. Pour X, Y C S, X — > Y signifie 
x — > Y pour tout x G X. D'une maniere analogue, on definit pour x <E S 

et pour X,Y C S,Y < — > x, x Y, X < — > Y et X Y. Par exemple un 

tournoi T est un graphe tel que pour tous x ^ y dans S(T), ou bien x — > y 
ou bien y — > x. Un tournoi T est un ordre total (ou une chaine), lorsquc 
pour tous x,y,z G S(T), si x — > y et y — > z, alors x — > z. Dans un ordre 
total, la notation x < y signifie x — > y. L'ordre total usuel < • • ■ < n est 
note O n . 

Un graphe symetrique est un graphe G tel que pour tous 1/5 dans 
S(G), si (x, y) G A(G), alors (y, x) G A(G). Etant donne un sommet x d'un 
graphe symetrique G, un sommct y G S(G) est un voisin de x (dans G), si 
(x,y) G A(G). On note Vg(x) l'ensemble des voisins de x dans G. le degre 
de x est oIg{x) —\ Vg{x) \. Lorsque Vg(x) — 0, on dit que x est un sommct 
isole dc G. Un graphe symetrique G est complet (resp. vide) lorsque pour 
tous x^y dans 5(G), (x,y) G A(G) (resp. (x,y) £ A(G)). 



Etant donne un graphe symetrique G, une relation d'equivalence 1Z 
est definie sur S(G) comme suit. Pour tous x ^ y dans S(G), x 1Z y s'il 
existe une suite xq — x, ■ ■ ■ , x n — y de sommets de G telle que pour tout 
i G {0, • • • ,n — 1}, (xi,x i+ i) G A(G). Les classes d'equivalence de 1Z sont 
les composantes connexes de G. Le graphe G est connexe lorsqu'il admet 
une seule composante connexe. 

Etant donnes deux graphes G = (S, A) et G' = (5, A'), une bijection 
f de S sur S" est un isomorphisme de G sur G' si pour tous x, y G S, 
(x,y) G ^4 si et seulement si (f(x),f(y)) G A'. Lorsqu'un tel isomorphisme 
existe, on dit que G et G' sont isomorphes, et on note G ~ G' . On dit qu'un 
graphe G abrite un graphe iJ lorsque iJ est isomorphe a un sous- graphe 
deG. _ 

A chaque graphe G est associe son dual G* et son complementaire G 
definis sur S(G) comme suit : pour tous x ^ y dans 5(G), (x, y) G A(G*) 
si (y,x) G A(G) ; (a;, y) G -A(G) si (x,y) <£ A{G). Un graphe G est autodual 
lorsqu'il est isomorphe a G*. 

1.2 Graphes indecomposables 

Etant donne un graphe G = (S, A), on introduit une relation d'equivalen- 
ce =q (ou =) sur l'ensemble des couples de sommets distincts de G, definie 
comme suit : pour x ^ y dans S et u ^ V dans S, {x, y) =q (u, v) (ou 
(x,y) = (u,v) ) si x — > y ct u — > v, ou bien y — > x et v — > u, ou 

bien x < — > y et u < — > v, ou bien x y et u v. Dans le cas contraire 

on note (x,y) ^g {u,v) (ou (x,y) ^ (u,v)). Pour leSetycS- {x}, 
x ~ y signifie que pour tous y, 2 G V, (x, y) = (x, z). Pour I,ycS, avec 
X C\Y = $, X ^ Y signifie que pour tous x, x' G X et pour tous y, y' G Y, 
(x,y) = (x',y'). Par ailleurs, une partie I de S est un intervalle [5, 6, 8] 
(ou un dan [4]) de G lorsque pour tout x € S — I, x ~ I. Par exemple, 
0, {x} oil x G 5, et S sont les intervalles triviaux de G. Un graphe est 
indecomposable [6, 8] (ou primitif [4] ) si tous ses intervalles sont triviaux; 
il est decomposable dans le cas contraire. Nous introduisons quelques nota- 
tions et nous rappelons quelques proprietes des graphes indecomposables. 

Definition 1.1. Soit G — (S,A) un graphe. A toute partie X de S telle 
que X |> 3 et G(X) est indecomposable, on associe les parties de S — X 
suivantes : 

- [X] = {x G S — X : X est un intervalle de G(X U {x})}. 

- Pour tout u G X. X{u) = {x G S — X : {u,x} est un intervalle de 
G(XU{x})}. 

- Ext(X) = {x G S — X : G(X U {x}) est indecomposable} . 

La classe formee par Ext(X), [X] et X(u), ou u G X , est notee px- 



Lemme 1.2. C]/ Soient G = (S, A) un graphe et X une partie de S tels 
que | X |> 3 et G(X) est indecomposable. La classe px = {X(u) : u £ 
X} U {Ext(X), [X]} forme une partition de S — X . De plus, les assertions 
suivantes sont verifiees. 

- Soient u 6 X, x £ X(u) et y E S-(XUX(u)). SiG(Xl){x,y}) est 
decomposable, alors {u, x} est un intervalle de G{X U {x, y}). 

- Soient x £ [X] ety £ S— (XU[X]). SiG(XU{x,y}) est decomposable, 
alors X U {y} est un intervalle de G{X U {x,y}). 

- Soient x ^ y dans Ext(X). Si G(X U {x, y}) est decomposable, alors 
{x,y} est un intervalle de G{X U {x,y}). 

Le resultat suivant est une consequence directe du lemme 1.2. 

Corollaire 1.3. OV Soit G — (S, A) un graphe indecomposable. Si X est 
une partie de S telle que X \> 3, S — X \> 2 et G(X) est indecomposable, 
alors il existe deux sommets distincts x et y de S — X tels que G(XU{x, y}) 
est indecomposable. 

Rappelons enfin le lemme suivant. 

Lemme 1.4. /7/ Si G = (S,A) est un graphe indecomposable avec \ S |> 5 
et si a £ S, alors il existe une partie X de S telle que X |= 4 ou 5, a £ X 
et G(X) est indecomposable. 

1.3 Graphes critiques 

Soit G un graphe indecomposable. Un sommet x de G est critique si 
le graphe G — x est decomposable. Lorsque tous les sommets de G sont 
critiques, on dit que G est un graphe critique. On generalise cette definition 
en disant que le graphe G est (-k)-critique lorsqu'il admet exactement k 
sommets non critiques. Notons que si un graphe G est indecomposable, 
alors G* et G sont aussi indecomposables et ils ont les memes sommets 
critiques que G. Lorsqu'un sommet a est l'unique sommet non critique 
d'un graphe (-l)-critique G, on dit que le graphe G est (-l)-critique en a. 
J.H. Schmerl et W.T. Trotter ont caracterise les graphes critiques. Nous 
rappelons cette caracterisation dans le cas des tournois. Pour tout entier 
naturel m, nous posons N m — {0, • • • , m}. Les tournois critiques sont, a des 
isomorphismes pres, les tournois Tzn+i, t^n+i et Vi n +\ definis sur N<z n ^ ou 
n > 2, comme suit. 

- T 2n+1 {N n ) = 0< ■■■<n,T 2n+ i({n+l,--- , 2n}) = n + 1< • • • < 2n, 
et pour tout i £ JV n _i, {i + 1, . . . ,n} — > i + n + 1 — > N%. 

- U 2n+1 (N n ) = 0< ...<n, (U 2n +i)*({n + l,--- ,2n}) = n + l< •••< 
2n, et pour tout i £ N n —i, {i + 1, . . . ,n} — > i + n + 1 — > iVj. 

- Van+iCiVan-i) = < • • • < 2n - 1 et {2i+ 1 : < i < n - 1} — ► 
2n — > {2i : < i < n- 1}. 



Dans cet article, nous caracterisons les graphes (-l)-critiques, repondant 
ainsi, a une question posee par Y. Boudabbous et P. Ille [3], et generalisant 
une recente caracterisation des tournois (-l)-critiques pQ. 

2 Caracterisation des graphes (-l)-critiques 

2.1 Graphe d'indecomposabilite 

La notion de graphe d'indecomposablite a ete introduite par P. Ille [2, 
7]. A chaque graphe G = (S, A) est associe son graphe d'indecomposabilite 
1(G) defini sur S comme suit. Pour tous x ^ y dans S, (cc,y) est un arc 
de 1(G) si G — {x, y} est indecomposable. Notons que 1(G) est un graphe 
symetrique et que 1(G) — I(G*) = 1(G). Nous rappelons le lemme suivant. 

Lemme 2.1. J3f Soient G = (S,A) un graphe indecomposable d'ordre > 5 
et x un sommet critique de G. Alors \ Vjiq\(x) < 2 et on a : 

- Si Vi(Q)(x) = {y}, oil y £ S , alors S — {x, y} est un intervalle de 
G~x. 

- Si Vi(g)( x ) = {lli z }j ou y ^ z dans S, alors {y, z\ est un intervalle 
de G — x. 

Le graphe d'indecomposabilite est un outil important dans notre construc- 
tion des graphes (-l)-critiques. Afin de decrire les differents graphes d'indeco- 
mposabilite possibles d'un graphe (-l)-critique, nous introduisons les graphes 
suivants. Le chemin P n est le graphe symetrique defini sur N n comme suit : 
Pour tous i, j e N n , i < — > j si | i — j \= 1. Pour n > 2, le cycle C n est le 
graphe symetrique obtenu a partir de P n en ajoutant les arcs (0, n) et (n, 0). 
Tout graphe isomorphe a P n (resp. C n ) est appele chemin (resp. cycle). La 
longueur d'un chemin, ou d'un cycle, est le nombre de paires {x, y} de 
ses sommets tels que x < — > y. Les extremites (resp. sommets internes) 
d'un chemin sont ses sommets de degre 1 (resp. de degre 2). Un arbre est 
un graphe symetrique connexe sans cycle. Les feuilles d'un arbre sont ses 
sommets de degre 1. Un arbre etoile est un arbre A admettant un unique 
sommet a tel que d^(a) > 3, appele source de A. Un arbre a-etoile est un 
arbre etoile de source a. Etant donne un arbre etoile A, une branche de 
A est un chemin de A dont les extremites sont la source et une feuille. Le 
degre de A est le degre de sa source, ou encore le nombre de ses branches 
ou de ses feuilles. Nous considerons enfin le graphe R,2n+i defini sur N 2n , 
ou n > 2, comme suit : {1, 3, • ■ ■ , 2n — 1} — > In — > {0, 2, • • ■ ,2n — 2} et 
pour tous 1/1/6 N2n-i, (x,y) est un arc de i?2«+i si x < y et si x est 
impair ou y est pair. 

Remarque 2.2. J37 Le graphe i?2„+i, oil n > 2, est autodual et (-1)- 
critique en 2n. De plus, /(i?2n+i) — 2ri = P2n-i et 2n est un sommet isole 



de I(R 2n +i)- 

Lemme 2.3. '31 Le graphe d'indecomposabilite d'un graphe G d'ordre > 7 
et (-1)- critique en a, admet une unique composante connexe de cardinal 

> 2. De plus, si a est un sommet isole de 1(G), alors G est isomorphe a 

i?2n+l OU a i?2n+l- 

Nous completons ce lemme comme suit. 

Corollaire 2.4. Soit G un graphe d'ordre > 7, (-l)-critique en a et tel que 
a n'est pas un sommet isole de 1(G). Soit C la composante connexe non 
reduite a un singleton de 1(G) et soit X une partie de S(G) telle que G(X) 
est indecomposable. Si C C X , alors S(G) = X . 

Preuve. Par l'absurde, supposons S(G) ^ X. En appliquant plusieurs fois 
le corollaire 1.3 a partir de G(X), on obtient deux sommets, distincts ou 
non, i,i/£ S(G) — C tels que G — {x, y} est indecomposable. Si x = y, x 
est un sommet non critique de G, contradiction car a est l'unique sommet 
non critique de G. Si x ^ y, (x,y) est un arc de 1(G), contradiction car x 
et y sont des sommets isoles de 1(G). □ 

Ces resultats nous amenent a associer a chaque graphe (-l)-critique G 
d'ordre > 7, le sous-graphe I'(G) de 1(G), induit par sa composante connexe 
non reduite a un singleton. 

Proposition 2.5. Etant donne un graphe G d'ordre > 7 et (-l)-critique 
en a, I'une des assertions suivantes est verifiee : 

- 1(G) est un cycle de longueur impaire. 

- I'(G) est un chemin de longueur > 2. 

- I'(G) est un arbre a-etoile dont toutes les branches sont de longueurs 
> 2 et admettant au plus une branche de longueur impaire, et alors 
cette branche est de longueur > 3. 

Preuve. Soit G un graphe d'ordre > 7 et (-l)-critique en a. Si a est un 
sommet isole de 1(G) alors, d'apres le lemme 2.3, G est isomorphe a i?2n+i 
ou a i?2«+i et, d'apres la remarque 2.2, P(G) est un chemin de longueur 

> 5. Si a n'est pas un sommet isole de 1(G) alors a est un sommet de I'(G). 
Supposons d'abord que 1(G) abrite un cycle. II existe alors une partie X de 
S(G) telle que I(G)(X) est un cycle. Posons I(G)(X) = C m , ou m > 2. Le 
sommet a appartient a X, sinon il existe un sommet a G X tel djtQ\(a) > 3. 
Comme a est un sommet critique de G, ceci contredit le lemme 2.1. On 
peut alors supposer que a = 0. D'apres le lemme 2.1, {0, m — 1} est un 
intervalle de G — m. On a m est pair, autrement, par le lemme 2.1, {i,i + 2} 
est un intervalle de G — {i + 1} pour tout i £ {0, ■ • • ,m — 3}, par suite 
(m, 0) = (m, 2) = • • • = (m, m — 1). Ainsi {0, m — 1} est un intervalle non 
trivial de G, contradiction. De plus, S — X = 0, sinon un raisonnement 



analogue au precedent utilisant le lemme 2.1 donne pour tout cteS-I, 
(a, 1) = (a, 3) = • • • = (a, m — 1) = (a, 0) = (a, 2) = • • ■ = (a, to). Ainsi 
X est un intervalle non trivial de G, contradiction. II s'ensuit que 1(G) 
est un cycle de longueur impaire. Supposons a present que 1(G) n'abrite 
pas un cycle, c'est-a-dire que I'(G) est un arbrc. Si c?/(G)( a ) < 2 (resp. 
di(G)( a ) > 3) alors, d'apres le lemme 2.1, /'(G) est un chemin (resp. un 
arbre etoile de source a). Supposons d'abord que I'(G) est un chemin. 
D'apres le lemme 1.4, il existe une partie X de S(G) telle que | X |= 4 
ou 5, a G X ct G(X) est indecomposable. En appliquant plusieurs fois le 
corollaire 1.3 a partir de G(X), on obtient deux sommets x,y € 5(G) tels 
que G — {x, y} est indecomposable. Puisque x est un sommct critique de G, 
alors x 7^ y. II s'ensuit que (x, y) est un arc de I'(G). Comme de plus a n'est 
pas un sommet isole de 1(G), alors le chemin I'(G) est de longueur > 2. 
Nous posons maintenant, pour tous entiers h, I > 1, 5/j, = {/io, • • • , /i;}, 
ho = a = 0, et nous notons par Pf l[ le chemin defini sur Sh t par A(P/,,) = 
{(h u ,h v ) :\ u — v \= 1}. Supposons par l'absurde que I'(G) est un arbre 
etoile admettant deux branches distinctes Pi 2p+1 et P2 2g+ i de longueurs 
impaires, oup, q G N. Une suite d'applications du lemme 2.1 donne (0, li) = 
(0,l 2p+ i) s (l 2 p,l 2 p+i) ^ (l 2p ,2i) = (0,2^. Soit x G 5(G) - (5 l2p+1 U 
52 2 ,+i)- Encore par le lemme 2.1, (0,x) = (l 2p ,x) = (l 2p ,2i) = (0,2i). 
Ainsi (0, x) = (0,2i). De meme, (0,x) = (0, li). Contradiction car (0, li) ^ 
(0,2i). Supposons que I'(G) est un arbre 0-etoile admettant une branchc 
Pi 1 de longueur 1. Considerons deux autres branches distinctes Pi 2r et P^ B 
de I'(G) oil r, s G N*. D'apres le lemme 2.1, ~ (5- {0, li}), ct pour tous 
xg 5-({li>U5 22r ), le{l,-,r},ona (2 2 j,x) = (0,x) = (0,3 2s _i) = 
(2 2r _i,3 2s _i) = (2 2r _i,x) = (2 2 ;_i,x). II s'ensuit que 5 2ar - {0} est un 
intervalle non trivial du graphe indecomposable G — {0, li}, contradiction. 
D'ou, si elle existe, la branche de longueur impaire de I'(G) est de longueur 
> 3. □ 

La proposition 2.5 nous amene a la distinction suivante des graphes 
(-1) -critiques. 

2.2 Les graphes (-l)-critiques G tels que 1(G) est un 
cycle 

Pour tout entier p > 1, nous considerons le graphe -ff 2p +i defini sur iV 2 p 
comme suit : pour tous x ^ y € N 2p , (x, y) est un arc de H 2p +i si : ou bicn 
x < y, x est pair et y est impair; ou bien x > y et x et y sont de meme 
parite. Notons que -ff 2 p+i est autodual en considerant la permutation a 
definie par <r(0) = et cr(i) — 2p + 1 — i pour i ^ 0. 

Proposition 2.6. >1 (ies isomorphismes pres, les graphes (-1) '-critiques 
d'ordre > 7 et dont le graphe d'indecomposabilite est un cycle sont -ff 2 p+i 



et i?2p+i> ou p > 3. De plus, est le sommet non critique de H 2p+ \. 

Preuve. Nous commengons par etablir que pour tout p > 2, H 2p +i est (-1)- 
critique en et que I(H 2p+ i) = C2p+i- Montrons d'abord, par recurrence, 
que pour tout p > 1, H 2p+ \ est indecomposable. II est clair que H% est 
indecomposable. Soit maintenant p > 2. Le graphe H 2p -\ etant indecompo- 
sable par hypothcse de recurrence, on verifie que H 2p+ \ est indecomposable 
en considerant la partition pyy •, oil jy = S(H 2p -i). II suffit dc constater que 
2p G VK(2p - 2), 2p - 1 £ VK(2p - 2) et (2p - 1, 2p) pi (2p - 1, 2p - 2). Tout 
sommet i 7^ de H 2p+ i est critique car {z — 1, i + 1} est un intervalle non 
trivial de H 2p+ i — *'• En remarquant que H 2p+ i — {0,1} — H 2p _i, nous 
vcrifions maintenant que H 2p +i — est indecomposable en considerant la 

partition py , ou Y = {2, • • • , 2p}. D'une part 1 £ [F] car 2 1 et 3 — ► 1. 

D'autre part, pour tout u G Y, 1 ^ ^(«). En effet, (2p— 1, 1) ^ (2p— l,u) si 

u est pair ; 2 — >■ u et 2 1 si u est impair. II s'ensuit, d'apres le lemme 1.2, 

que 1 G Ext(Y), e'est-a-dire est un sommet non critique de H 2p +\. Pour 
verifier que I(H 2p +\) = C^p+i, il suffit, d'apres la proposition 2.5, de verifier 
que pour tout i G N 2p , H 2p+ \ — {*,* + 1} est indecomposable. Pour tout 
i G N 2p -i, H 2p+1 - {i,i + 1} ~ #2p-i- De plus, H 2p+1 - {2p,0} ~ # 2 p-i- 
Commc i?2p-i est indecomposable, il s'ensuit que I(H 2p+ i) = C 2p +\. 

Soit maintenant un graphe (-l)-critique G d'ordre > 7 et dont le graphe 
d'indccomposabilite est un cycle. D'apres la proposition 2.5, le graphe G 
est de cardinal impair. On pose alors S(G) = N 2p , oil p > 3, est le 
sommet non critique dc G et 1(G) = C 2p . D'apres le lemme 2.1, pour tout 
i G {1, • ■ • , 2p} , {i — l,i+l} est un intervalle de G—i, alors (0, 1) = (0, 3) = 
••• = (0,2p-l) = (2,2p-l) = -.- = (2p-2,2p-l)=(2p-2,0) = (2p,0). 
II s'ensuit que (0, 1) ^ (0, 2p), autrement (0, 1) = (0, 3) = • • • = (0, 2p-l) = 
(0, 2p) = (0, 2p - 2) = • • • = (0, 2), e'est-a-dire {1, • • • , 2p} est un intervalle 
non trivial de G, contradiction. Ainsi (0, 1) ^ (1,0) et quitte a remplacer 
G par G* , on pcut supposer que — > 1 et done 2p — > 0. Pour i < j 
dans A^_i, 1% — ► 2j + I car — > 1 et (2i, 2j + 1) = • • • = (0, 2j + 1) = 
• • • = (0, 1). Pour i < j dans N p , 2j — ► 2i car 2p — > et (2j, 2i) = • • • = 
(2p, 2i) = ■■■ = (2p, 0). Pour i < j dans JV p _i, 2j + 1 — > 2i + 1 car — >l 
et (2j + 1, 2i + 1) = • • • = (2p - 1, 1% + 1) = • • • = (2p - 1, 1) = (0, 1). Pour 
i < j dans 7V p , (2i + l,2j) = ■•■ = (l,2j) = ••• = (1,2), en particulier 
(2i + l,2p) = (1,2). Or (1,2) = (2,1) sinon, comme — > 1 et {0,2} est 
un intervalle de G — 1 et n'est pas un intervalle de G, alors I — > 2, il 
s'ensuit que pour tout i G {1, • • • ,p — 1}, 2i + 1 — > {l,2p} — > 2i, en 
particulier {l,2p} est un intervalle non trivial de G — 0. Contradiction. 

Ainsi, ou bicn I 2 et dans ce cas G = H 2p+ \, ou bicn I < — > 2 et dans 

ce cas G= (H 2p+1 )* ~ H 2p+1 . D 



2.3 Les graphes (-l)-critiques G tels que I'(G) est un 
chemin 

Nous construisons les graphes (-l)-critiques G de ce paragraphe sur 
S(G) = N m , N m U {a} ou N m U {a, (3}, ou {a, (3} est une paire d'elements 
distincts tels que {a, (3} (1 N = 0. 

Le corollaire suivant decoule directement de la remarque 2.2 et du lemnic 
2.3. 

Corollaire 2.7. A des isomorphismes pres, les graphes G d'ordre > 7, (- 
l)-critiques en a et tels que I'(G) est un chemin et a est un sommet isole 
de 1(G), sont i?2«+i e t R2n+i, ow n > 3. 

Nous distinguons maintenant les cas ou le sommet non critique est une 
cxtremitc ou un sommet interne de I'(G). 

2.3.1 Les graphes (-l)-critiques G en une extremite de I'(G) 

Nous introduisons, pour to > 2, la classe T m des graphes G definis 
sur N m et tels que N m — {0, 1} est un intervalle de G — et pour tout 
i G {1, • • • , m — 1}, {i — 1, i + 1} est un intervalle de G — i sans etre un 
intervalle de G. Notons d'abord la remarque suivante. 

Remarque 2.8. Soit G G T m , ou m >2. Pour tout i G N m -i, G — {i,i + 
1} ~ G — {m — 1, to}. De plus, si m > 3, G — m G T m -\- 

Nous caracterisons la classe T m comme suit. 

Lemme 2.9. Etant donne un graphe G defini sur N m , oil to > 2. Alors 
G G T m si et seulement si (0, 1) ^ (2, 1) et pour tous x < y dans N m , 
(x, y) = (1, 2) si x est impair, (x, y) = (0, 2) si x et y sont pairs, et (x, y) = 
(0,1) si x est pair et y est impair. 

Preuve. Soit G G T m , ou to > 2. On a (0,1) ^ (2,1) car {0,2} est un 
intervalle de G — 1 et n'est pas un intervalle de G. Soit x < y dans N m . 
Pour j/^1, (1, y) = (1, 2) car N m — {0, 1} est un intervalle de G — 0. Comme 
de plus pour tout i G {1, • • ■ , m — 1}, {i — l,i + 1} est un intervalle de G — i, 
alors (1,2) = (1, j/) = • • • = (a;, y) si x est impair ; (0, 1) = • • • = (0, y) = 
■ ■ ■ = (x, y) si x est pair et y est impair, et (0, 2) = • • • = (0, y) = ■ ■ ■ = (x, y) 
si x et y sont pairs. 

Reciproquemcnt, soit i G {1, • • • ,m — 1}. Rcmarquons que pour x G 
N m — {i — l,i,i + 1}, (x,i — 1) = (.t, i + 1), de sorte que {i — l,i + 1} est 
un intervalle de G — i. Si i est pair (resp. impair), alors (i — l,i) = (1, 2) 
et (i + 1, i) = (1, 0) (resp. (i - 1, i) = (0, 1) et (i + 1, i) = (2, 1)). Puisque 
(0, 1) ^ (2, 1), (i,i — 1) 5^ (i,i + 1) et par suite {i — 1, i + 1} n'est pas un 



intervalle de G. Enfin, N m — {0, 1} est un intervalle de G — car pour tout 
l/eJV m -{0,l},(l,y) = (l,2). ' □ 

Le resultat suivant caracterise les graphes indccomposablcs dc T m . 

Lemme 2.10. Soit G G T m , ou m > 2. Alors G est indecomposable si et 
seulement si ou bien to est pair et (0,1) # (0,2) ee (1>2), ou bien to est 
impair et (0,2) =£ (0,1) ee (1,2). 

Preuve. Soit G G J-" m . On suppose que (0,1) ee (0,2) ee (1,2) lorsque to 
est pair, et que (0,2) ee (0,1) ee (1,2) lorsque to est impair. Montrons, 
par recurrence sur to, que G est indccomposale. En utilisant le lemme 2.9, 
on verifie que G est indecomposable pour to = 2 et pour to — 3. Soit 
to > 4. D'apres la remarque 2.8, G(-/V m _ 2 ) G J r m -2- Ils'ensuit que G(N m _2) 
est indecomposable par hypothese de recurrence. Comme to G A r m _2(TO — 
2), to — 1 ^ Af m _2(TO — 2) ct (to — 1, m — 2) ee (to — 1, to), alors G est 
indecomposable d'apres le lemme 1.2. Rcciproquemcnt, si to est pair et si 
(0, 2) ee (0, 1) ou (0, 2) ee (1, 2) (resp. si to est impair et si (0, 1) ee (0, 2) ou 
(0, 1) ee (1, 2)), on verifie que {1, 2, • • • , to} ou N m _\ est un intervalle non 
trivial de G. □ 

Afin de caracteriser les graphes (-l)-critiques de ce paragraphe, nous 
introduisons la classe T des graphes G = (S, A) tels que S — N m , N m U {a} 
ou N m U {a, /3}, ou to > 2 ; G(N m ) G T m ; (0, 1) ee (0, 2) si et seulement si 
S — N m ^ ; pour tous i G N, n ct 7 G S — N m , (i, 7) ee (1, 2) si i est impair 
ct («, 7) ee (0, 7) si i est pair ; et tels que : 

- Si S = 7V m , alors (0, 2) =£ (1, 2) ^ (0, 1). 

- Si S - N m = {a}, alors (0, a) ee (a, 0) si (0, 1) ee (1, 2) ; (0, a) =£ (0, 1) 
et(0, a) 7* (1,2) si (0,1) #(1,2). 

- Si S-iV m = {a,/3}, alors {(3, a) # (1,2) ee (0,1), (0,a) s (1,2) et 
(0,/3)ee(0,1). 

Lemme 2.11. Etant donne un graphe G d'ordre > 4 de la classe T . Alors 
G est (-l)-critique en to. De plus, si G est d'ordre > 7, alors I'(G) = P m . 

Preuve. Soit G = (S 1 , A) un graphe de la classe T . Supposons d'abord que 
S = N m . Dans ce cas, to > 3 et, d'apres la remarque 2.8, G(7V m _i) G J- m -i- 
En utilisant lc lemme 2.10, les graphes G et G — to sont indecomposables. 
Par definition de F m , pour tout i G A r m _i, i est un sommct critique de 
G. II s'ensuit que G est (-l)-critique en to. Lorsque | S |> 7, le graphe 
G — {to — 1, m} est indecomposable et pour tout i G iV m _2, * est un sommet 
critique dc G — to. II s'ensuit que V/(<3)(to) = {to — 1} et que, par la 
proposition 2.5, I'{G) est un chemin. De plus, par la remarque 2.8, pour 
tout i G N m -i, G — {i, i + 1} ~ G — {to — 1, to}, en particulier le graphe 
G — {i,i + 1} est indecomposable. On conclut que /'(G) = 1(G) = P m . 
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Supposons maintenant que S — N m ^ 0. On vcrific que G(S — {2, • • • , to}) 
est indecomposable. Soit i G {2, • • • , m}. On pose S, = 5 — {i, • • • , m}. 
Montrons que si G(Si) est indecomposable, il en est de meme pour G(SiU 
{«}). On a (i, 1) = (2,1) ct (i,0) = (1,0). Si i est impair, alors, pour 
7 G 5 — A^, (1,7) = (1,2) ^ («,0). Si i est pair et (i,0) = (i, 1), alors 
S - A^m = {«} et (a, 0) = (0, a) = (i,a) ^ (i,0). Ainsi i ^ [S^]. De plus, 
i Si(0) car (1,0) ^ (1, z), et pour j G {1, ■ • • ,i — 1}, i £ Si(j) sinon 
G((Si — {j}) U {i}) est indecomposable. Contradiction car {j — 1, j + 1} est 
un intervalle de G — j. Si S — N m = {a}, (i, 0) ^ (a, 0) et done i g" 5*i(a). 
Si 5 - N m = {a, /3}, alors i & S t (a) car (0, a) = (1, 2) ^ (0, 1) = (0, i). De 
plus, (13, a) ^ (1>2) = (0, a) = («,a), done i £ Si(fi). Nous concluons, par 
le lemme 1.2, que i £ Ext(Si). II s'ensuit que les graphes G et G — m sont 
indecomposables. Pour tout i £ {1, • • • , m — 1}, i est un sommet critique de 
G car {i — l,i + l} est un intervalle non trivial de G — i. De meme et a sont 
des sommets critiques de G car S — {0, 1} et S — {0, a} sont des intervalles 
non triviaux respectifs de G— et de G—a. Dans le cas ou | S~N m |= 2, A?" TO 
est un intervalle non trivial de G — j3. Le graphe G est alors (-l)-critiquc 
en m. De meme, G — {m — l,m} est indecomposable et les sommets de 
G — {to — 1,to} sont des sommets critiques de G — m lorsque m > 3. II 
s'ensuit, d'apres la proposition 2.5, que I'(G) est un chemin lorsque | S \> 7. 
Remarquons que pour tout i 6 A / r „_2, G — {«,« + 1} ~ G — {m — 1,to}, 
en particulier G — {i, i + 1} est indecomposable. De plus, a est un sommet 
isole de 1(G). II en est de meme pour le sommet f3 lorsque | S — N m |= 2. 
On conclut que I' (G) = P m lorsque | S \> 7. □ 

Proposition 2.12. A des isomorphismes pres, les graphes G d'ordre > 7 , 
(-l)-critiques en m et tels que I'(G) = P m , sont les graphes d'ordre > 7 de 
la classe T . 

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe d'ordre > 7, (-l)-critique en m ct tel 
que I'(G) = P m . D'apres la proposition 2.5, m > 2. D'apres le lemme 2.1, 
pour tout i G {1, • • • , m — 1}, {i — 1, i + 1} est un intervalle de G — i et done 
un intervalle de G(N m ) — i. De plus, {i — 1, i + 1} n'est pas un intervalle de 
G II s'ensuit que (i, i + 1) ^ (i, i — 1), en particulier, {i — 1, i + 1} n'est pas 
un intervalle de G(N m ). D'apres le lemme 2.1, S — {0, 1} est un intervalle 
de G — 0, en particulier, N m — {0, 1} est un intervalle de G(N m ) — 0. On 
conclut que G(N m ) e T m . Si S" — N m ^ 0, alors, encore par le lemme 2.1, 
pour tous 7 e S — N m ct i G A^, (i, 7) = (0, 7) si z est pair et (i, 7) = (1, 2) 
si i est impair. 

Nous montrons maintenant que (0,1) = (0,2) si et seulement si S — 
N m ^ 0. Si (0,1) = (0,2), alors S - N m ^ sinon {l,--- , m} est un 
intervalle non trivial de G, contradiction. Supposons que (0,1) ^ (0,2). II 
suffit de montrer que (1,2) ^ (0,1) si to est impair et (1,2) ^ (0,2) si to 
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est pair. En effet, dans ce cas, G(N m ) est indecomposable d'apres le lemme 
2.10. II s'ensuit que S — N m d'apres le corollaire 2.4. Supposons a present 
que (0,1) = (1,2) ct to est impair. Encore d'apres le lemme 2.10 et la 
remarque 2.8, G(N m ) est decomposable et G(N m _i) est indecomposable. 
II existe alors /i g S — N m tel que (0, /it) ^ (1,2). En utilisant le lemme 
1.2, G(N m U {fi}) est indecomposable car m g [iV m _i], [i g' [iV m _i] et 
(m, jj) ^ (m,m — 1). D'apres le corollaire 2.4, G = G(N m U {/i}). Ainsi, 
G — {/i, m} est indecomposable, contradiction car /i est un sommet isole de 
1(G). Supposons enfin que (0,2) = (1,2) ct to est pair. D'apres le lemme 
2.10, G(N m ) est decomposable. Ainsi S — N m ^ 0. De plus, d'apres le 
lemme 2.10 et la remarque 2.8, G(N m _\) est indecomposable pour to > 4. 
Supposons qu'il existe un sommet 7 g S—N m tel que (2, 1) ^ (0, 7) ^ (1, 2). 
Comme G({0,1,2,7J) est indecomposable alors, d'apres le corollaire 2.4, 
to > 4. On obtient G(N m U {7}) est indecomposable car m g [iV m _i], 
7 ^ [^Vm-i] et (m, 7) ^ (m,m — 1). D'apres le corollaire 2.4, (7,™) est 
un arc de /(G), contradiction. II s'ensuit que (1,2) ^ (2,1) ct que S — 
N m = Ei U £ 2 , ouE^fieS- JV m : (0,x) = (1,2)} ct E 2 = {x g 
5 - 7V m : (0, x) ee (2, 1)}. Notons que £1 7^ (resp. £ 2 7^ 0), sinon S - {m} 
(resp. -/V m ) est un intervalle non trivial de G. Comme E 2 U N m n'est pas 
un intervalle de G, il existe (ei,e2) g E\ x _E 2 , tel que (e2,ei) 7= (1,2). 
On verifie que G({0, l,e2J) est indecomposable. En utilisant le lemme 1.2, 
G({0, 1, 2, ei, 62}) est indecomposable car 2 g [{0, 1, 62}], ei ^ [{0, 1, 62}] et 
(ei, 2) 7E (e2, 2). Ainsi, par le corollaire 2.4, on obtient to > 4. Posons X = 
N m -i U {ei,e2}, nous montrons que G(A) est indecomposable. On verifie 
que e 2 g £x£(7V m _i). En effet, e 2 ^ [iV m _i] car (0,e 2 ) = (2,1) 7= (1,2) = 
(l,e2). De plus, pour tout i g 7Vm_i, e 2 £ 7V m _i(2i) car (e2,m — 1) = 

(2. 1) 7= (0, 1) = (2», m - 1), ct e 2 £X(2i + 1) car (e 2 , 0) = (1, 2) 7= (1, 0) = 
(2i + 1, 0). Comme de plus, e\ g [AT m _i] ct (e 2 , ei) ^ (1, 2) = (1, ei), alors 
G(X) est indecomposable. On a m g Ext(X). En effet, d'une part m g" [X] 
car (l,m) ^ (ei,m). D'autre part, pour tout i g JVm_i, m g" X(2i) car 
(2i,m-l) = (0,1) =£ (2,1) = (m,m-l), et m £ X(2i + 1) car (2i + l,e 2 ) = 
(1, 2) ^ (2, 1) = (m, e-z). De plus m ^ X(ei)DX(e 2 ) car (e2,m) = (m, ei) = 

(1.2) ^ (e2,ei). Ainsi G(N m U {ei,e2}) est indecomposable et, d'apres 
le corollaire 2.4, G = G(N m U {ei,e 2 }). II s'ensuit que G — {to, ei} est 
indecomposable, contradiction car ei est un sommet isole de 1(G). 

S\ S = N m , alors G g .F m ct G — to g T m -\ ct, d'apres le lemme 2.10, 
(0, 2) 7= (1, 2) se (0, 1). II s'ensuit que G g J". Supposons alors que S~N m ^ 
. Dans ce cas (0,1) = (0,2). Supposons d'abord que (0,1) ee (1,2). S'il 
existe a; g S-N m tel que (0,w) ^ (0, 1) et (0,w) ee (1, 2) alors, G(N m Ll{uj}) 
est isomorphe a un graphe de la classe T . II s'ensuit que G(N m U {oj}) est 
(-l)-critique ct que, d'apres le corollaire 2.4, G = G(N m U {w}). Sinon, 
S - N rn = Ex UE 3 ou E 3 = {x g S - N m : (0, x) ee (0, 1)}. Remarquons que 
Ei 7^ (resp. i? 3 7^ 0), sinon (E 3 U 7V TO ) — {0} (resp. N m ) est un intervalle 
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non trivial de G, contradiction. Comme E^UN m n'cst pas un intervalle de G, 
il existe (ei,e 3 ) eEjX E 3 , tel que (e 3 ,ei) ^ (1, 2). Ainsi, G(N m U{ei,e 3 }) 
est isomorphe a un graphe de T ' . II s'ensuit que G(N m U {ei, e 3 }) est (-1)- 
critique et que, d'apres le corollaire 2.4, G — G(N m U {ei, e 3 }). Supposons 
enfin que (0,1) = (1,2). D'apres le lemme 2.9, d'une part (0,1) ^ (1,0) 
et d'autre part, pour tous x < y G N m , (x,y) = (0,1). II s'ensuit que 
G(N m ) — O m ou 0* m . Remarquons que si G G J 7 , alors G* G T. On 
peut alors supposer que G(N m ) = O m . II suffit de montrer qu'il existe un 
sommet v G S - N m , tel que (0, v) ^ (1,2) et (0,u) ^ (2,1). En effet, 
dans ce cas, (0,^) = (^,0) et par suite, G(N m U {v}) est isomorphe a un 
graphe de la classe T . II s'ensuit que G(N m U {v}) est (-l)-critique et que, 
d'apres le corollaire 2.4, G = G(N m U{v}). Suppposons alors, par l'absurde, 
que S — N m = Ei L) E 2 . Remarquons que E\ ^ sinon, E2 U N m - 2 est 
un intervalle non trivial de G — m si m est impair, Ei U N m -\ est un 
intervalle non trivial de G si m est pair. Contradiction car G et G — m 
sont indecomposables. De meme Ei ^ 0, sinon 7V m est un intervalle non 
trivial de G, contradiction. L'entier to est pair, autrement, pour y <G E2, 
G{N m U {y}) ~ V m+2 . D'apres le corollaire 2.4, G = G(7V m U {y}) ~ V^+2, 
contradiction car Kn+2 est un tournoi critique. Comme A^ m — >■ _Bi et 
£?2 U iV m n'est pas un intervalle de G, il existe (b\, b 2 ) £ E\ x i^ 2 , tel que 
(62, 61) ^ (1, 2). En rcmarquant que G(iV m _iU{62}) — V m +i, on vcrific que 
G(iV rn U{6i, 62}) est indecomposable en considcrant la partition PN m -iU{b 2 }- 
II suffit de remarquer que N m -i U {b 2 } — ► m — > b\ et que b\ [A^ m _i U 
{62}]- II s'ensuit, d'apres de corollaire 2.4, que G = G(N m U {b\,b 2 }). Ainsi 
G — {m, 61} est indecomposable, contradiction car b\ est un sommet isole 
de 1(G). a 

2.3.2 Les graphes (-l)-critiques G en un sommet interne de I'(G) 

Nous introduisons, pour m>2etaG{l,---, m— 1} , la classe Q m (a) des 
graphes G dermis sur N m tels que A m — {0, 1} et A m _ 2 sont des intervallcs 
respectifs de G — et de G — m ; N m — {1} et A m — {to — 1} ne sont pas 
des intervalles de G et pour tout % £ {1, • • ■ , m — 1} — {a}, {« — 1, i + 1} est 
un intervalle de G — i. 

Notons d'abord les remarques suivantes. 

Remarque 2.13. Etant donne G € Q m (a), la permutation i 1 — > to — i est 
un isomorphisme de G sur un graphe de Q m (to — a) . 

Remarque 2.14. Soit G G Q m {a). On a G - {i,i + 1} ~ G - {0, 1} ou 

G(N m _ 2 ) suivant que < i < a — 1 ou que a < i < m — 1 respectivement. 
Lorsque to > 4, G(A m _ 2 ) G J~ m -2 ou Qm-iia) suivant que a > m — 2 ou 
que a < to — 2 respectivement ; V application it-i m — i est un isomorphisme 
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de G — {0, 1} sur un graphe de J c m -2 ou de G m - 2 (m — a) suivant que a < 2 
ou que a > 2 respectivement. De plus, si G — {0,1} (resp. G(N m _ 2 )) est 
indecomposable, G est indecomposable si et seulement si $ [{2, • • • , m}] 
(resp. m <£ [N m _ 2 ]). 

Lemme 2.15. Soit G un graphe d'ordre > 7, (-l)-critique en a G {1, • • • , m- 
1} et tel que I'(G) = P m . Alors, G(N m ) G Q m {a). 

Preuve. On pose G' = G(N m ). D'apres le lemme 2.1, pour tout i G 
{1, • • • , m — 1} — {a}, {« — l,i + 1} est un intcrvallc de G — i et done 
de G' — i. De plus, N m — {0, 1} et N m _ 2 sont des intervalles respectifs de 
G — et de G — to. En particulier, il s'agit d'intervalles respectifs de G' — et 
de G' — to. II s'ensuit que (1, 0) ^ (1, 2) et que (m — 1, to — 2) ^ (to — 1, to), 
de sorte que iV TO — {1} et A^ TO — {to — 1} ne sont pas des intervalles de G'. 
Ainsi, G' £ Q m {a). □ 

Nous introduisons les classes Qi, Q2 et ^3 de graphes definies comme 
suit. 

- ili est la classe des graphes G d'ordre > 7, (-l)-critiques en 2k + 1, 
tels que I'(G) = P271+1, ou n > 1 et k G N n _\. 

- Sl 2 est la classe des graphes G d'ordre > 7, (-l)-critiques en 2k + 1, 
tels que I'{G) = P2n, ou n > 1 et fc £ N n _\. 

- S7 3 est la classe des graphes G d'ordre > 7, (-l)-critiques en 2fc, tels 
que I'(G) = P 2n , ou n > 2 et k G {1, • • • ,n- 1}. 

Soit G un graphe d'ordre > 7, (-l)-critique en 2fc et tel que I'{G) = 
^2n+i, ou n > 1 et k G {1, • • ■ , n}. La permutation a de S'(G) qui fixe les 
sommets de S(G) — N 2n +i et telle que a{i) =2n + \ — i pour i G A^2 n +i, est 
un isomorphisme de G sur un graphe de la classe fii. Nous en deduisons la 
remarque suivante. 

Remarque 2.16. A des isomorphismes pres, les graphes G d'ordre > 7, 
(-1)- critiques en a et tels que I'(G) est un chemin dont a est un sommet 
interne, sont les graphes de la classe fii U £l 2 U H3. 

Nous caracterisons la classe Q 2n+ i(2k + 1) comme suit. 

Lemme 2.17. 5oii un graphe G defini sur N 2n +i> ou n > 1. Alors G G 
^?2n+i(2A:+ 1), ou k £ N n _i, si et seulement si (0, 1) ^ (2, 1) ^ (2n, 2n+ 1) 
et pour tous i < j G iV n on a : pouri < k, (2i, 2j+l) = (0, 1) ; pouri > k+1, 
(2i,2j + l) = (2n,2n+l) ; pouri <j, (2i + l,2j) = (1,2) = (2i + l,2j+l), 
(2i, 2j) = (0, 2) si j <k et (2i, 2j) = (1,2) sij>k + l. 

Preuve. Soient n > 1, k G N n -\ et G G Q 2n +i{2k + 1). Considerons 
i < 3 S iV„. Comme pour tout i g {1, • • • , 2n] - {2k + 1}, {1-1,1 + 1} 
est un intervalle de G — Z alors, pour i < k, (2i, 2j + 1) = (0, 2j + 1) = 
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(0, 1) ; pour i > k + 1 , (2i, 2j + 1) = (2i, 2n + 1) = (2n, 2n + 1) ct pour 
i < j < k, (2i,2j) = (0,2j) = (0,2). Comme dc plus N 2n +i - {0,1} ct 
N 2n +i — {2n, 2n+l} sont des intervalles respectifs dc G— et de G— {2n+l}, 
alors, pour i < j, (2i + l,2j) = (l,2j) = (1,2) = (l,2j + l) = (2i + l,2j + l) 
ct, pour j > k + 1 ct i < j, (2i, 2j) = (2i, 2n) = (1, 2n) = (1, 2). En outre, 
(0, 1) =£ (2, 1) ct (2n, 2n + 1) =£ (2n, 2n - 1) = (2, 1) car iV 2 „+i - {1} ct 
N 2n +i — {2w} ne sont pas des intervalles de G. 

Reciproquement, on observe que pour tout i £ {2, • • • , 2n + 1} (rcsp. « 6 
AT 2 „_i), on a (1, i) = (1, 2) (rcsp. (i, 2ri) = (1, 2)), c'est-a-dire, {2, • • • , 2n + 
1} et N2n-i sont des intervalles respectifs de G — et de G — {2n + 1}. 
Commc de plus (2n, 2n + 1) ^ (2, 1) ^ (0, 1), N 2n +i - {1} et N 2n +i - {2n} 
ne sont pas des intervalles de G. Enfin, pour i £ {1, ■ • ■ , 2n} — {2fc + 1} ct 
pour x £ N 2n+ \ — {i — 1, i, i + 1}, on verifie que (x, i — 1) = (.x, j + 1) dc 
sorte que {i — 1, i + 1} est un intervalle de G — i. □ 

Nous caracterisons maintenant les graphcs indecomposables de Q 2n +i (2k+ 

!)• 

Lemme 2.18. Soient n > 1, k 6 N n _\ et G € Q 2n +i{2k + 1). Le graphe G 
est indecomposable si et seulement si (0, 1) ^ (1, 2). 

Preuve. Soit un graphe G £ <?2n+i(2fc + 1). Supposons que (0, 1) = (1, 2). 
D'apres le lemme 2.17, (0, 1) ^ (2, 1). Ainsi, quitte a remplacer G par G*, on 
peut supposer que — > 1. On verifie a l'aide du lemme 2.17, que N 2 k+i — > 
{2k + 2, • • • , 2n + 1}, en particulier G est decomposable. Supposons main- 
tenant que (0, 1) ^ (1, 2) et montrons, par recurrence sur n, que pour tout 
k 6 N n -i, les graphes de Q 2n +i(2k + 1) sont indecomposables. Avec le 
lemme 2.17, on verifie que les graphes de ^3(1) sont indecomposables. Soit 
n > 1 et soit G <E ^2n+i(2fc + 1), ou k e N n _\. D'apres les remarques 2.14 
ct 2.13, G- {2n,2n + 1} e g 2 „-i{2k + 1) lorsque fc ^ n - 1 ; G - {0, 1} 
est isomorphe a un graphe dc G 2n -i(2n — 3) lorsque k = n — 1. D s'en- 
suit, par hypothese de recurrence, que G — {2n, 2n + 1} ou G — {0, 1} est 
indecomposable. De plus, 2ra + 1 ^ [iV 2n _i] ct ^ [{2, • • • ,2n + 1}]. II 
s'ensuit que G est indecomposable d'apres la remarque 2.14. □ 

Nous introduisons maintenant la classe Q des graphes G = (S, A) tels 
que S = A 2rl+ i ou AT 2 „+i U {a}, ou n > 1 ; G(N 2n +i) <£ 02™+i(2fc + 1) ct 
fc 6 -/V„_i ; (0, 1) = (1, 2) si ct seulement si S 7^ -/V2 ?l +i et tels que : 

- Si S = iV 2n+ i, alors (2n, 2n + 1) ^ (0,1) lorsque (0,2) = (1,2); 
(2n, 2n + 1) =k (1, 2) lorsque fc = ; (0, 1) ^ (0, 2) lorsque k = n - 1. 

- Si S* — -/V2n+i = {a}, alors pour tout i 6 N n , (2i + l,a) = (1,2), 
(2i, a) = (0, a) si i < fc, (2i, a) = (1, 0) si % > k + 1 ; (0, a) =£ (1, 2) ; 
(0, a) = (a, 0) lorsque (0, 2) = (1, 2) = (2n, 2n + 1). 

Lemme 2.19. Les graphes d'ordre > 7 de la classe Q sont des graphes de 
la classe Q 1. 
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Preuve. Soit G = (S,A) un graphe d'ordre > 7 de la classe Q, il existe 
n > 2, k e AT„_! tcls que S = N 2n +i ou N 2n +i U {a} et G(7V 2rl+ i) G 
fei+i(2fc + 1). D'apres la remarque 2.14, pour tout i G -/V 2 „, il existe un 
isomorphisme a de G(iV 2 „ + i) — {i,i+l} sur G(7V 2 „ + i) — {0, 1} ou G(N 2n _\). 
Lorsque S — N 2n +i U {a}, u se prolonge en un isomorphisme, fixant a, de 
G - {i, i + 1} sur G - {0, 1} ou G - {2n, 2n + 1}. Pour tout x e S - {1, 2n}, 
G — {a;, 0} ct G — {x,2n + 1} sont decomposables. De meme si a e 5, 
G — {a, 2fc + 1} est decomposable car N 2 k et {2k + 2, • • • , 2n + 1} en sont 
des intervalles. II suffit de montrer que les graphes G, G — {0, 1} ct G — 
{2n,2n+ 1} sont indecomposables. En effet, dans ce cas, par constuction 
dc Q, tous les sommets de G — {2k + 1}, sont des sommets critiques de 
G. II s'ensuit en utilisant cc qui precede, que I'(G) = P 2n +i d'apres le 
lemme 2.1. De plus, {2fc,2fc + 2} n'est pas un intervalle de G — {2fc + l}. En 
effet, si (0, 2) = (1, 2) ^ (0, 1), alors S = N 2n+1 et (2k, 2n + 1) = (0, 1) ^ 
(2n, 2n + 1) = (2fc + 2, 2n + 1). Supposons que (0, 2) = (1, 2) = (0, 1). Dans 
cecasS^ N 2n+1 U{a}. Si (0,2) = (2n,2n + l) (rcsp. (0,2) ^ (2n,2n + l)), 
alors (a,2fc + 2) = (1,2) ^ (a,0) = (a, 2fc) (resp. (2fc,2n + l) = (0,1) ^ 
(2n,2n + l) = (2fc + 2,2n + l)). Si (0,2) ^ (1, 2), alors k + ct (0,2fc + 2) = 
(1,2) ^ (0,2) = (0, 2k). D'apres le lemme 2.1, 2k + 1 est un sommet non 
critique de G, et done G est (-l)-critique en 2k + 1. 

Montrons pour finir, que G, G— {0, 1} et G — {2n, 2n+l} sont indecomp- 
osables. Supposons d'abord que S — N 2n +i- Comme (0,1) ^ (1,2) alors, 
d'apres le lemme 2.18, G est indecomposable. Si k ^ n — 1, d'apres la 
remarque 2.14, G-{2n, 2n+l} e £ 2 „-i(2fc + l) ct done, G-{2n, 2n + l} est 
indecomposable d'apres le lemme 2.18. Si k = n— 1, G— {2n, 2n+l} 6 J- 2n -\ 
et, comme (0,2) ^ (0,1) ^ (1,2), G — {2n,2n + 1} est indecomposable 
d'apres le lemme 2.10. L'application r : ? i — >• / — 2 est un isomorphisme 
de G — {0, 1} sur un graphe H dc Q 2n -i(2k — 1) ou de T 2n -\, suivant que 
k > 1 ou que fc = respectivement. Si k > 1, alors (2,3) ^g (3,4), et 
done (0,1) ^ H (1,2). Si k = 0, alors (2,4) ^ G (2,3) ^ G (3,4) et done 
(0, 2) i, H (0, 1) ^ H (1, 2). D'apres les lemmes 2.18 et 2.10, le graphe H, ct 
done G — {0, 1}, est indecomposable. Supposons enfin que S — N 2n+ \ = {a}. 
Pour tout i e N n , on pose Xi = N 2 i+i U {a}. On verifie que G(Xq) est 
indecomposable. Soit i s N n _\. Supposons que G(Xj) est indecomposable. 
Si z < fe, alors 2z + 3 £ X 4 (2i + 1), 2i + 2 g X t (2i + 1) et (2i + 2, 2i + 1) ^ 
(2i + 2,2« + 3). Sii > fc, alors2i + 2 e [X 4 ], 2« + 3 ^ [Xi] et (2i + 2,2i + l) ^ 
(2z + 2,2i + 3). Ainsi, G(Xj+i) est indecomposable d'apres le lemme 1.2. 
En particulier, G — {2n, 2n + 1} et G sont indecomposables. Montrons enfin 
que G — {0, 1} est indecomposable. Pour k > 1, l'application r : Z i — y / — 2 
se prolonge en un isomorphisme, fixant a, deG — {0,1} sur un graphe G'. 
On verifie que G' 6 Q et on deduit, d'apres ce qui precede, que G', et 
done G — {0, 1} est indecomposable. Supposons maintenant que k = 0. Si 
(2n, 2n + 1) = (1,2), on verifie que G — {0, 1} est isomorphe au tournoi 
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critique V 2n+ i. Supposons alors que (2n,2n+ 1) ^ (1,2). Commc (2,4) ^ 
(2, 3) ^ (3, 4), d'apres le lemme 2.10 et la remarque 2.14, G — {0, 1, a} est 
indecomposable. On a a G Ext(Y), ou Y = 5 — {0, 1, a}. En effet, a G' [V] 
car (2, a) = (2,1) ^ (1,2) = (3, a). Dc plus, pour tout % G {1, • • • , n}, 
(2i, 2n+l) = (2n, 2n+l) ^ (2, 1) = (a, 2n+l) et (a, 2) = (1, 2) =£ (2i+l, 2). 
II s'ensuit que pour tout j G {2, • • • , 2n + 1}, a ^ Y(j)- n 

Proposition 2.20. A des isomorphismes pres, les graphes de la classe J7i 
sont les graphes d'ordre > 7 de Q. 

Preuve. Soit G = (S,A) un graphe d'ordre > 7, (-l)-critique en 2k + 1, 
tel que I'(G) = P271+1, ou n > 1 et k G iV n _i. D'apres le lemme 2.15, 
G(N 2n +i) G 02r»+i(2fe + 1). D'apres le lemme 2.18 et le corollairc 2.4, 5 - 
N 2n +i y^ si et seulement si (0, 1) = (1,2). Supposons d'abord que S = 
N 2n+1 . Si (0,2) = (1,2), alors (2n, 2n + 1) =£ (0,1). Autremcnt, on verific 
a l'aide du lemme 2.17, que {2k, 2k + 2} est un intervalle de G — {2k + 1}, 
contradiction. Si k = , alors (0,2) = (1,2). On a (2n, 2n + 1) =£ (1,2) 
sinon G — {0,1} ~ C2n-i, contradiction. Si k = n — 1, G — {2n,2n + 
1} est, d'apres la remarque 2.14, un graphe de T<in—\- Commc ce graphe 
est indecomposable, alors (0,2) ^ (0, 1) d'apres le lemme 2.10. Supposons 
maintenant que S — N 2n +i ^ 9. A un isomorphisme pres, aeS- 7V2„+i. 
D'apres le lemme 2.1, pour tout i e N n , (2i + 1, a) = (1, 2), (2i, a) = (0, a) 
si i < k ; (2i, a) = (2, 1) = (1, 0) si i > fc + 1. Par les lemmes 2.17 et 2.15, 
(2,1) ^ (1,2). Ainsi, quitte a remplacer G par G* , on peut supposer que 
— > 1 et 1 — > 2. II existe 7 £ 5 — N 2n +i tel que (0, 7) ^ (1, 2), sinon on 
a une contradiction en verifiant que (S — N 2n+ i) U {2k + 2, • • • , 2n + 1} est 
un intervalle non trivial de G. Si (0, 2) = (1, 2) = (2n, 2n + 1), on verifie, a 
l'aide du lemme 2.17, que G(A^ 2ra +i) = 2n+ i. II s'ensuit que (0, 7) = (7, 0), 
autrement G(iV2„+i U {7}) ~ V 2n +3, contradiction d'apres le corollaire 2.4. 
Ainsi G(N 2n+ i U {7}) est isomorphe a un graphe dc Q. Lorsquc n = 1, on 
verihe que G(iV2n+i U {7}) = G({0, 1, 2, 3, 7}) est indecomposable. Lorsquc 
n > 2, G(N 2n+ i U {7}) est indecomposable d'apres le lemme 2.19. D'apres 
le corollaire 2.4, 7 = a et S = N 2n+ i U {7}. □ 

Lemme 2.21. Soit un graphe G defini sur N 2n , ou n > 1. Alors G G 
Q 2n (2k + 1), oil k G N n -i, si et seulement si (0, 1) ^ (2, 1) et pour tous 
x < y G N 2n on a : si x et y ne sont pas tous deux pairs, alors (x, y) = 
(1, 2) ; si x et y sont pairs, alors (x,y) = (0, 2), (2n — 2, 2n) ou (2k, 2k + 2), 
suivant que y < 2k, x > 2k + 2 ou que x < 2k < y respectivement. 

Preuve. Soient n > 1, k G A^„_i et supposons G G G 2n (2k + 1). On a 
(0, 1) ^ (2, 1) car N 2n — {1} n'est pas un intervalle de G et N 2n — {0, 1} est un 
intervalle de G — 0. Soient x < y dans N 2n . Si x et y sont pairs, comme pour 
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tout I € {1, ■ • ■ , 2n — 1} — {2fc+l}, {I — 1, Z+l} est un intervalle de G— Z, alors 
(x,y) = (0,2), (2n-2,2n)ou (2k, 2k + 2), suivant que y <2k,x> 2fc + 2ou 
que x < 2k < y respectivement. Sinon, commc N 2n — {0, 1} et N 2n - 2 sont 
des intervalles respectifs de G — et dc G — 2n, alors (x, y) = (1, y) = (1, 2) 
si x est impair ; (x, y) = (x, 2n — 1) = (1, 2n — 1) = (1, 2) si y est impair. 

Reciproquement, comme pour tout i G A^n — {0, 1} (rcsp. i G N 2n -2), 
(1, i) = (1, 2) (resp. (i, 2n - 1) = (1, 2)) alors iV 2 „ - {0, 1} et N 2n ^. 2 sont des 
intervalles respectifs dc G — et de G — 2n. Comme (1, 2) = (0, 1) ^ (2, 1), 
alors quitte a remplacer G par G* , on peut supposer que — > 1 — > 2 ct 
done Nzn-2 — > 2n—l — > 2n. En particulier, N2 n — {1} et iV2„ — {2n — 1} 
ne sont pas des intervalles de G. Soit i 6 {1, • • • ,2n — 1} — {2fc + 1}. 
Rcmarquons que pour tout x 6 A^n — {i — 1, i, i + 1}, (x, i — 1) = (x, i + 1) 
, de sorte que {i — 1, i + 1} est un intervalle de G — i. □ 

Lemme 2.22. Soient n > 1, k e A^„_i et G £ G2n(2k + 1). Le graphe G 
est indecomposable si et seulement si (2k, 2k + 2) p= (1, 2). 

Preuve. Commc d'apres le lemme 2.21, (1,2) ^ (2, 1), quitte a remplacer 
G par G* , on peut supposer que 1 — » 2. Si (2k, 2k + 2) = (1,2), alors, 
encore par le lemme 2.21, on a N 2 k — > {2fc + 1, • • • , 2n} et done G est 
decomposable. Supposons que (2k, 2k + 2) ^ (1, 2). Pour n = 1, G S G2O-) 
et (0,2) ^ (1,2) ^ (1,0) ^ (2,0), done G est indecomposable. Soit n > 1. 
Par la remarque 2.14 et par hypothesc de recurrence, G — {2n — 1, 2n} ou 
G — {0, 1} est indecomposable. Dc plus, 2n £ [iV2„_2] et ^ [{2, • • • , 2n}]. 
II s'ensuit que G est indecomposable d'apres la remarque 2.14. □ 

Nous introduisons la classc Q 1 des graphes G G G2n(2k + 1), oil n > 1 ct 
k e JV n _i, tcls que (2fc, 2fc + 2) ^ (1, 2) ; (2n-2, 2n) £ (0, 2) si (2k, 2k + 2) = 
(0, 2) ; (2n - 2, 2n) ^ (1, 2) si k = ct (0, 2) ^ (1, 2) si k = n - 1. 

Nous complctons la remarque 2.13 comme suit. 

Remarque 2.23. Etant donne un graphe Ge5', V application <fi : x 1 — > 
2n — x est un isomorphisme de G sur un graphe de Q' . 

Lemme 2.24. Les graphes d'ordre >7dela classe Q' sont des graphes de 
la classe f2 2 - 

Preuve. Soit G = (S,A) un graphe d'ordre > 7 de la classe Q 1 . II existe 
n > 3 et k e N n _ u tels que G G ^ 2n (2fc + 1). Comme (2k, 2k + 2) =£ (1, 2), 
d'apres le lemme 2.22, G est indecomposable. D'apres la remarque 2.14, 
pour tout i e N„_i, G-{i,i + l} ~ G-{0, 1} ou G-{2n-l, 2n}. Pour tout 
x G 5— {l,2n— 1}, Les graphes G— {x,0} ct G— {x, 2n} sont decomposables. 
II suffit de montrer que G — {0,1} ct G — {2n — 1, 2n} sont indecomposables. 
En effet, dans ce cas, par construction de Q' , tous les sommets de G — 
{2k + 1} sont des sommets critiques de G. II s'ensuit, en utilisant ce qui 
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precede, que 1(G) = P 2n d'apres lc lcmme 2.1. De plus, {2k, 2k + 2} n'est 
pas un intervalle de G - {2k + 1}. En effct, si (2k, 2k + 2) =£ (0, 2), alors 
(0, 2k) = (0, 2) =£ (2fc, 2fc + 2) = (0, 2k + 2). Si (2k, 2k + 2) = (0, 2), alors 
(2n, 2fc) = (2fc + 2, 2fc) = (2, 0) ■£ (2n, 2n - 2) = (2n, 2fc + 2). D'apres le 
lemme 2.1, 2fc + 1 est un sommct non critique de G, et done G est (-1)- 
critique en 2fc+l. Montrons pour finir, que G—{2n—l, 2n} et G— {0, 1} sont 
indecomposables. D'apres la remarque 2.14, G—{2n—l,2n} £ <?2«-2(2fc+l) 
ou J 7 2n-2 suivant que fc < n— 1 ou que k = n — l respectivement. D'une part 
(2k, 2k + 2) ^ (1, 2), d'autrc part (0, 1) =£ (0, 2) ^ (1, 2) lorsquc fc = n - 1. 
II s'ensuit, en utilisant les lemmes 2.22 et 2.10, que G — {2n — l,2n} est 
indecomposable. D'apres la remarque 2.23, il existe un isomorphisms <f> de 
G sur un graphe H de Q' , avec (j>(0) = 2n et <fi(l) = 2n — 1. La restriction 
de (/> a 5 — {0, 1} est un isomorphisme de G — {0, 1} sur _ff — {2ra — 1, 2n\. 
Le graphe i? — {2n — 1, n} etant indecomposable d'apres ce qui precede, il 
en est de memo pour G — {0, 1}. □ 

Proposition 2.25. Q2 est la classe des graphes d'ordre > 7 de la classe 

Q 1 . 

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe d'ordre > 7, (-l)-critiqucs en 2k + 1, 
tel que I'(G) = P2„, ou n > 1 et k £ N n _i. D'apres le lemme 2.15, 
G(N 2n ) £ <?2n(2fc+l). On a, S ~ N 2n , autrement, d'apres le lemme 2.1, pour 
7 £ S-N 2n , (1,2) = (1, 7 ) = (3, 7 ) = ■ ■ ■ = (2n-l, 7 ) = (2n-l, 1) = (2, 1). 
Contradiction car, d'apres le lemme 2.21, (1, 2) = (0, 1) ^ (2, 1). D'apres lc 
lemme 2.22, (2k,2k + 2) ^ (1,2). Si(2k,2k + 2) = (0, 2), alors (2n-2, 2n) # 
(0,2). Sinon on a une contradiction en verifiant, a l'aide du lemme 2.21, 
que {2k, 2k + 2} est un intervalle du graphe indecomposable G — {2k + 1}. 
Si k = 0, alors (2n — 2,2n) ^ (1,2). Autrement, en utilisant le lemme 
2.21, {2, • • • , 2n— 1} est un intervalle non trivial du graphe indecomposable 
G — {0, 1}, contradiction. Lorsquc k = n — l, l'application i 1 — > 2n — i est un 
isomorphisme de G sur un graphe H dc fl 2 et on a H £ G 2n (^)- D'apres ce 
qui precede, (2n-2,2n) ^ H (1, 2), done (2, 0) ^ G (2n-l,2n-2) = G (2,1). 

□ 

Lemme 2.26. Soit un graphe G defini sur N 2n , ou n > 2. Alors G £ 
Q 2n (2k), oil k £ {1, • • • , n — 1}, si et seulement si (0, 1) ^ (2, 1) ^ (2n — 
1, 2n) et pour tous x < y £ N 2n , on a : (x, y) = (0, 2) si x et y sont pairs ; 
(x, y) = (0, 1) si x est pair, y est impair et y < 2k ; (x, y) = (2n — 1, 2n) si 
x est impair, y est pair et x > 2k; (x,y) = (1,2) dans le reste des cas. 

Preuve. Soient n > 2, k £ {1, ■ ■ ■ ,n - 1}, G £ G 2n (2k) et x < y £ N 2n . 
Comme pour tout I £ {1, • • ■ , 2n — 1} — {2fc}, {7 — 1, 1+ 1} est un intervalle 
dc G — l, alors (#, y) = (0, 2) si x et y sont pairs ; (x,y) = (0, 1) si a; est pair, 
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y est impair et y < 2k ; (x, y) = (2n — 1, 2n) si x est impair, y est pair et 
x > 2k. Comme de plus N 2n — {0, 1} et N 2n - 2 sont des intervalles respectifs 
de G — et de G — 2n, on verifie que dans le reste des cas (x, y) = (1, 2). 
Puisque N 2n — {1} et AT 2n — {2n — 1} ne sont pas des intervalles de G, alors 
(0, 1) =£ (2, 1) = (2n - 1, 2n - 2) =£ (2n - 1, 2n). 

Reciproquement, comme pour tout % G A~ 2 „ — {0, 1} (rcsp. i G N 2n ^ 2 ) 1 
on a (1, i) = (1, 2) (resp. (i, 2n - 1) = (1, 2)), alors Ar 2 „ - {0, 1} et N 2n ~2 
sont des intervalles respectifs dc G — et dc G — 2n. Comme (2n — 1, 2n) ^ 
(2, 1) ^ (0, 1), alors N 2n — {1} et A^n — {2n — 1} ne sont pas des intervalles 
de G. Soit j e {1, • • • ,2n - 1} - {2fc}. Pour x e A^ 2 „ - {j - l,j, j + 1}, 
(x, j — 1) = (x,j + 1), et done {j — l,j + 1} est un intervalle de G — j. □ 

Lemme 2.27. Soient n > 2, k € {1, • • • ,n - 1} et G € g 2n (2k). Alors G 
est indecomposable si et seulement si (0,2) ^ (1,2). 

Preuve. Si (0,2) = (1,2), d'apres le lemme 2.26, N 2 f, est un intervalle 
non trivial de G. Done G est decomposable. Supposons que (0, 2) ^ (1, 2). 
Pour n = 2, G E £?4(2) et on verifie avec l'aide du lemme 2.26, que G 
est indecomposable. Soit n > 2. Par la rcmarque 2.14 et par hypothese de 
recurrence, G — {2n — l,2n} ou G — {0, 1} est indecomposable. De plus, 
2n g" [A^n-2] ct G" [{2, • • • , 2n}], done G est indecomposable d'apres la 
rcmarque 2.14. □ 

Nous considerons enfin la classe Q" des graphes G = (S, A) tels que 
S = N 2n , N 2n U {a} ou N 2n U {«,£}, oil n > 2 ; G(AT 2 „) G G 2n (2k) oil 
fc G {1, • • • , n - 1} ; (0, 2) = (1, 2) si ct seulement si S - N 2n ^ ct tels 
que : 

- Si S = N 2n , alors (2n - 1, 2n) £ (1, 2) lorsque (0, 1) = (1, 2) ; (0, 2) =£ 
(2n — 1, 2n) lorsque fc = 1 ; (0, 2) ^ (0, 1) lorsque k = n — 1. 

- Si S — N 2n ^ 0, alors pour tous x G ^n ct 7 G S—N 2n , (x, 7) = (0, 7) 
si x est pair, (x,7) = (1,2) ou (2,1) si x est impair et suivant que 
x < 2k ou que x > 2k respectivement. De plus, si S — N 2n = {a}, 
alors (2,1) ^ (0,a) ^ (1,2). Si 5 - A^ 2 „ = {a,/3}, alors (/3,a) ^ 
(0,a) = (l,2)^(2,l) = (0,/3). 

La remarque suivante complete la remarque 2.13. 

Remarque 2.28. Soit G = (S, A) un graphe deftni sur N 2n , sur N 2n U {a} 
ou sur N 2n U{a>, /3} oun > 2. SiG G Q" , alors la permutation h de S definie 
par h(x) = 2n — x si x G A^ 2 „, h{a) = a lorsque S — N 2n — {a} , h(a) = fi 
et h(l3) — a lorsque S — A^ 2 „ = {a,/3}, est un isomorphisme de G sur un 
graphe de Q" . 

Lemme 2.29. Etant donne un graphe G de la classe Q" , il existe n > 2 et 
k G {1, • • • ,n — 1} tels que G est (-l)-critique en 2k et I'(G) = P 2n - 
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Preuve. Soit G ~ (S,A) un graphe de la classe Q" . II existe n > 2 ct 
k e {l,--- ,n - 1} tcls que S - iV 2n = 0, {a} ou {a,/3} ct G(N 2n ) G 
^2n(2fc). Nous montrons d'abord que les graphes G, G— {0, 1} ct G — {2n — 
l,2n} sont indecomposables. Supposons d'abord que S* = A^n- Commc 
(0, 2) ^ (1,2), d'apres le lemme 2.27, G est indecomposable. Si k ^ n — 1, 
d'apres la remarquc 2.14, G — {2n — 1, 2n} 6 G 2n -2(2k) et done, G — {2n — 
1, 2n} est indecomposable d'apres le lemme 2.27. Si k = n — 1, G — {2n — 
1, 2n} e J 7 2 „-2, et commc (0, 1) ^ (0, 2) ^ (1, 2), alors G - {2n - 1, 2n} 
est indecomposable d'apres le lemme 2.10. Supposons maintenant que S — 
N 2n ^ 0. Pour tout i e {1, • • • ,n}, on pose X t = N 2i U (5 - iy 2n ). On 
va montrer par recurrence que G(Xi) est indecomposable. C'est vrai pour 
z = l. Soit i G {1, • • • ,n — 1}, on suppose G(Xi) indecomposable. Si i < k, 
alors 2« + 2 e X t (2i), 2i + l g X,(2i) ct (2i + l,2i) ^ (2i + l,2i+2). Si i > k , 
alors 2i+l e [X-], 2i+2 g [X t ] ct (2i+l, 2i) ^ (2i+l, 2i+2). Ainsi, G(X i+ i) 
est indecomposable d'apres le lemme 1.2. En particulier, G— {2n— 1, 2n} et 
G sont indecomposables. Enfin, nous deduisons, a l'aide de la remarque 2.28, 
que G — {0, 1} est indecomposable. En effet, il existe un isomorphisme h de 
G sur un graphe H de Q" , avec h(0) = 2n et /i(l) = 2n — 1. La restriction 
de ft. a S* — {0, 1} est un isomorphisme dc G — {0, 1} sur H — {2n — 1, 2n}. 
Le graphe -ff — {2n — 1, n} etant indecomposable d'apres ce qui precede, il 
en est de meme pour G — {0, 1}. 

Soit i £ N2n-i- D'apres la remarque 2.14, il existe un isomorphisme 
a de G(N 2n ) -{i,i+ 1} sur G(N 2n ) - {0, 1} ou G(N 2n ) - {2n - l,2n}. 
Lorsque S — N 2n =/= 0, a se prolonge en un isomorphisme, fixant chaquc 
sommct de S - N 2 „, de G - {i, i + 1} sur G - {0, 1} ou G - {2n - 1, 2n}. II 
s'ensuit que (i, i + 1) est un arc de /(G). De plus, pour x € S — {1, 2n — 1}, 
G— {x,0} et G — {x, 2n} sont decomposables. Lorsque S — N 2n = {a}, G — a 
ct G — {a, 2fc} sont decomposables car dans ce cas, N 2 j~ ~ {2fc + 1, • • • , 2n}. 
Lorsque S - N 2n = {a,/3}, G - a, G - /3, G - {a,2fc}, G - {/3,2fc} et 
G — {a,/3} sont decomposables cardans ce cas, N 2k ~ {2fc + l, • • • ,2n,a} et 
(-^2feU{/3}) ~ {2fc + l, • • • , 2n}. II s'ensuit que tous les sommets de S — {2k} 
sont des sommets critiques de G et que I'{G) = P 2n d'apres le lemme 2.1. 
De plus, {2k — 1,2k + 1} n'est pas un intervalle dc G — 2k. En effet, si 
(1, 2) = (2, 1), alors (0, 2fc-l) ^ (0, 2fc+l). Si (1, 2) ^ (2, 1) et S~ N 2n ^ 0, 
alors (a, 2k— 1) ^ (a, 2fc+l). Supposons enfin que (1,2) ^ (2, 1) et S = N 2ni 
alors (0, 2k - 1) ^ (0, 2fc + 1) ou (2n, 2fe - 1) # (2n, 2fc + 1) suivant que 
(0,1) ^ (1,2) ou que (0,1) = (1,2) respectivement. Par le lemme 2.1, 2k 
est un sommet non critique de G. Ainsi, G est (-l)-critique en 2k. □ 

Proposition 2.30. A des isomorphismes pres, les graphes de la classe O3 
sont les graphes d'ordre > 7 de Q" . 

Preuve. Soit G = (S,A) un graphe d'ordre > 7, (-l)-critique en 2k, tel 
que I'(G) — P 2ni ou n > 2 et k & {1, • ■ • ,n — 1}. D'apres le lemme 2.15, 
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G(N 2n ) G Q 2n {2k). D'apres le lemmc 2.27 et le corollaire 2.4, (0, 2) = (1,2) 
si et settlement si S — N 2n ^ 0- Supposons que S = N 2n . Si (0, 1) = 
(1, 2), alors (2n — l,2n) ^ (1,2). Autrement, d'apres le lemme 2.26, {2k — 
1, 2k + 1} est un intervalle non trivial du graphe indecomposable G — {2k}, 
contradiction. Si k = n — 1 (rcsp. k = 1) alors (0, 2) ^ (0, 1) (resp. (0, 2) ^ 
(2n— 1, 2n)) car sinon {1, • • • , 2n— 2} (resp. {2, • • • , 2n — 1}) est un intervalle 
non trivial du graphe indecomposable G — {2n — 1, 2n} (resp. G — {0, 1}), 
contradiction. Supposons maintcnant que S — N 2n 7^ 0- Soit x G N 2n et 
7 G S—N 2n . D'apres le lemmc 2.1, (x, 7) = (0, 7) si x est pair, (x, 7) = (1, 2) 
ou (2, 1) si x est impair et suivant que x < 2k ou que x > 2k respectivement. 
S'il existe fj, G S - N 2n tel que (1,2) ^ (0,/i) # (2,1), alors G(N 2 „ U 
{/x}) est isomorphe a un graphe de Q" et, d'apres le corollaire 2.4, G = 
G(AT 2 „ U {ft}). Sinon, (1, 2) # (2, 1) et S - N 2n = E x U E 2 , ou £1 = {7 G 
5 - AT 2n : (0,7) = (1,2)} ct£ 2 = { 7 e5- AT 2 „ : (0, 7 ) = (2,1)}. II 
existe a\ G E\ et a 2 G E 2 tels que (a 2 ,ai) ^ (1,2) sinon (£2 U N 2 k) ~ 
(£1 U {2/c + 1, • • • , 2n}), contradiction car G est indecomposable. Ainsi, 
G(N 2n U {ai, a 2 }) est isomorphe a un graphe de Q" et done G = G(N 2n U 
{ai, a 2 }) d'apres le corollaire 2.4. □ 

2.4 Les graphes (-1) -critiques G tels que I'(G) est un 
arbre etoile 

Soient un entier k > 3, p\, ■ ■ ■ ,pk, k entiers > 2 et i G {1, • • • , k}. On 

fc 
pose z = 0, Si = {i , ■■■ , i Pi } et ^(pi, ■ • • ,p fe ) = (J S 1 / . On designe par 

«=i 
Pi p le chemin defini sur Si par A(Pi p ) — {(it, ih), | I — h |= 1} et on note 

„4(pi, • • • ,pfe) l'arbre 0-etoile defini sur S(pi, • ■ • ,pk) et dont les branches 
sont Pi , • • • , Pk ■ Pour i ^ j g {1, • ■ ■ ,fc}, on considere l'application 
fipiJpj d6nnic sur <% p . USj Pj par / ip . ijp . (i ; ) =pi-i et f ip . yjp . (j h ) = p t + h. 

Remarque 2.31. Si G est un graphe (-l)-critique en 0, tel que I'(G) = 
A(pi,--- ,Pk) alors l'application fi j . est un isomorphisme de G(Si . U 
Sj ) sur un graphe G' de la classe Q Pi+p .{pi). 

Conformemcnt a la proposition 2.5, nous distinguons les cas, suivant 
que l'arbre etoile /'(G) admet ou n'admet pas une branche de longueur 
impaire. Nous construisons alors pour k entiers non nuls ni, n 2 , ■ ■ ■ ,nk oil 
k > 3, deux classes de graphes "H(2ni + 1, 2n 2 , • • • , 2nk) et %(2n\ 1 ■ ■ ■ ,2rik), 
comme suit. 

1. "H(2ni + 1, 2n 2 , • • • , 2nk) est la classe des graphes G definis sur S{2n\ + 
1, 2n 2 , • • • , 2rifc) et qui verifient les conditions suivantes. 
- Chacun des graphes G({0, li}) et G({ii,i 2 }), ou i g {2, • • ■ , k}, est 
non vide. 
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Pour tous i/j/G S(2ni + 1, 2n 2 , • • • , 2nfe), on a : 

- Si (x, y) e Ai = {(l 2 M-i,l2j+i) : < I < j < m} , alors 
(x,y) = (l u l 3 ). 

- Si (x,y) G Ai = {(i2i+i,i2j) ■ < I < j < n,}, ou i e {2, • • • ,k}, 
alors (x,y) = (ii,i 2 ). 

- Si (a;,y) e£UF,oii£= {(i 2j , l 2 ;+i) : 2 < » < k, < j < 
ni, < Z < ni} et -F = { ( 1 2 j , l 2 i+i) : < j < I < rii} alors 
(a;,y) = (0,li). 

- Si {(x,y),(y,x)}f) ((U A)U^U^) = 0, alors G({x,y}) est 

vide. 

2. H(2ni,--- , 2rik) est laclasse des graphes G definissur S(2ni, ■ ■ ■ ,2rik) 
ou S(2ni, ■ ■ ■ , 2nk) U {7}, oil 7 g- S'(2ni, • • • , 2rifc), et qui verificnt lcs 
conditions suivantes. 

- Pour tout i G {1, • • • , k}, le graphe G{{i\, i 2 }) est non vide. 

- Pour tous i p ^ j g dans S(2m, • • • , 2n 2 ), on a : i p < — > j q si p et q 
sont pairs et 7 ^ S(G) ; (i p ,j q ) = (*i, *2) si « — j, p est impair, q 
est pair et p < q ; i p j q dans le reste des cas. 

Lorsquc 7 G S(G), le graphe G({7,0}) est non vide et pour tout 

i p G S(G) — {7}, (7,i p ) = (7,0) si p est pair, et 7 i p si p est 

impair. 

Soit G un graphe de la classe T-L(pi 1 p2 1 • ■ • ,Pk), oh p\ = 2ni ou 2ni + 1, 
p r = 2n r pour r G {2, • • • fc}, et soient i ^ j dans {1, • • • , fc}. Notons les 
remarques suivantes. 

Remarque 2.32. Pour tout q G {0, • • • ,p% — 1}, I "application gi i9 definie 
sur S(G) par gi , q (x) = i;_ 2 si x = ii avec I > q + 2, et gi ., q (x) = a; sinon, 
est un isomorphisme de G — {i q ,i q +i} sur G — {i Pi -i,i Pi }. 

Remarque 2.33. L'application fi j . est un isomorphisme de G(Si . U 
Sj . ) sur un graphe de la classe G Pi + Pj (Pi)- De plus, si 7 G S(G) alors 
G(Si US;. U {7}) esi isomorphe a un graphe de Q" , en particulier, il 
s'agit d'un graphe (-1) '-critique. 

Lemme 2.34. Etant donne un graphe G de la classe %{2ni-\-l, 2n 2 , • • • , 2rik), 
G est (-l)-critique en et 1(G) = A(2n\ + 1, 2n 2 , • • • , 2rife). 

Preuve. Posons n =\ S(2ni + 1, 2n 2 , • • • , 2nk) |, pi = 2n\ + 1 et Pi = 2m 
pour i G {2, • ■ • ,fc}. Notons que n est pair et n > 8. Nous montrons par 
recurrence sur n, que les graphes G et G—{i Pil i Pi -i}, ou i G {1, • • ■ , k}, sont 
indecomposables. Supposons d'abord que G est d'ordre n = 8, c'est-a-dire 
G G "H(3, 2, 2). L'application / definie par /(2 2 ) = , f{2 1 ) = 1, /(0) = 2, 
/(3i) = 3, /(3 2 ) = 4 et /(li) = a, est un isomorphisme de G— {1 2 , I3} sur 
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un graphe G' . On vcrific que G' est un graphe de la classe Q" , en particulier 
G — {I2, I3} est indecomposable. D'apres la rcmarquc 2.33 et le lemme 2.18, 
les graphes G — {2i,2 2 } et G — {3i,32} sont indecomposables. De plus, 
3i G [S(G-{3i,3 2 })], 3 2 i [S(G-{3i,3 2 })] et (3i,3 2 ) ^ (3 1; 0), done 
G est indecomposable. Supposons maintcnant que G est d'ordre n > 10. 
Si pour tout t G {!,■■■ ,k}, Pt < 3, e'est-a-dire G G W(3,2,2, ••• ,2), 
alors k > 4 et G — {k Pk ,k Pk -i} G T-L{p\,--- ,pk—i)- Sinon, il cxistc t G 
{1, • • • , k} tel que p t > 4 et done G - {t Pt ,t Pt -i} G H(q\, ■ ■ ■ ,qk), oil 
q t = pt — 2 et pour tout r G {1, • • • ,k} — {t}, q r = p r . II s'ensuit en 
appliquant l'hypothese de recurrence, qu'il existe I G {!,-■■ ,k} tel que 
G — {l Pl , l Pl -i\ est indecomposable, et tel que pour tout m G {1, • ■ • , k} — 
{I}, G—{l Pl , l m —i, m Pm , m Pm -i} est indecomposable. On verifie maintenant 
que G — {'m Pm ,m Pm ^i} et G sont indecomposables en utilisant le lemme 
1.2 avec les parties X = S(G) — {l Pl ,l Pl -i,m, Pm ,m Pm -i} et Y = S(G) — 
{m Pm ,m Pm -i}. En effet, l Pl _i G [X], l Pl g [X] et {l Pl -i,l Pl ) ^ (i P( _i,li), 
done G~{m Pm ,m Pm -i} est indecomposable. De plus, m Pm _i G [Y], m Pm £ 
[Y] et {m Pm -i,m Pm ) ^ (m Pm _i, li), done G est indecomposable. 

Soit j G {1, • • • , k}. On a 5(G) — {j Pj ,j Pj -i} est un intervalle non 
trivial de G — j Pj . De plus, pour tout / G {1, • • ■ ,Pj — 1}, {ji-i,ji+i} est 
un intervalle de G — ji. II s'ensuit que tous les sommcts de G — sont des 
sommets critiques de G. Commc G — {j Pj ,j Pj -i} est indecomposable, les 
arcs de A(pi,p2, • ■ • ,Pk) sont des arcs de 1(G) d'apres la remarque 2.32. 
Nous concluons, en utilisant le lemmes 2.1 et la proposition 2.5, que G est 
(-l)-critique en et que 1(G) = A(pi,p2, • ■ • ,Pk)- n 

Proposition 2.35. Les graphes G d'ordre > 7 ', (-1)- critiques en et tels 
que I'(G) = A(2ni + 1, 2n 2 , • • • , 2rik) sont, aux complementaires pres, les 
graphes de la classe H(2ni + 1, 2n 2 , • • • , 2rifc). 

Preuve. Soit G = (S, A) un graphe (-l)-critique en tel que I'(G) = 
A(2ni + 1, 2n 2 , • • • , 2rife). Montrons que G ou G est un graphe de H(2ni + 
l,2n 2 , • • • ,2n k ). Notons que pour i ^ j dans {2, • • • , k}, on a (l 2ni , l 2ni _i) = 

(l 2 ni,* 2 ni-l) = (J2n j -l,i2n i -l) = (J2n j -lA2n 1 ) = (l 2 «i -1 , l 2 «i )• 

Ainsi, le graphe G({l 2ni , l 2ni -i}) est complet ou vide. Quitte a rem- 

placer G par G, on peut supposer que l 2ni l 2ni _i. Nous verifions a 

l'aide de la remarque 2.31 et des lemmes 2.17 et 2.26, que G(S(2n\ + 
l,2n 2 --- ,2rifc)) est un graphe de la classe H(2m + l,2n 2 --- , 2nk)- Cc 
graphe ctant indecomposable d'apres le lemme 2.32, 
G = G(S(2m + 1, 2n 2 , • • • , 2n k )) d'apres le corollaire 2.4. D 

Lemme 2.36. Etant donne un graphe G de la classe 1-L(2n\, ■ ■ ■ ,2n k ), G 
est (-l)-critique en et I'(G) = .A(2ni, • • • , 2n k ). 
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Preuve. Posons n =| S(G) | et Pi = 2n^ pour i G {1, • • • , k}. Notons que 
n > 7. Nous montrons par recurrence sur n, que les graphes G et G — 
{%>,> %>i-i}i ou i £ {!,••' jfc}j sont indecomposables. Supposons d'abord 
que Gest d'ordre n = 7, c'est-a-dire G G H(2,2,2) et 5(G) = 5(2,2,2). 
D'apres la remarque 2.33 et le lemme 2.27, les graphes G — {li, I2}, G — 
{2i,2 2 } et G — {3i,32J sont indecomposables. De plus, 3i G [5(2,2,2) — 
{3i,3 2 }] , 3 2 £ [5(2,2,2) - {3i,3 2 }] et (3i,3 2 ) £ (3i,0), done G est 
indecomposable. Supposons maintenant que G est d'ordre n > 8. Soit i G 
{1, • • • , fc}. Si ^ = 2 et fc — 3 alors, d'apres la remarque 2.33, G—{i Pi , i Pi -i} 
est indecomposable. Sinon, ou bien pi = 2 et fc > 4, ou bien p^ > 4. Dans 
le premier cas, G — {ip 4) ip 4 — 1} est isomorphe a un graphe de la classe 
T-L(qi,--- ,qk-i), oil pour tout t € {1, • • • , k - 1}, q t = Pt (resp. p t +\) 
s\ t < i (resp. si t > i). Dans le deuxieme cas, G G W(r\,--- , r/j), oil 
t» = Pi — 2 et pour tout t G {1, • • • ,k} — {i}, r t — pt- II s'ensuit dans 
les deux cas, que G — {z Pi ,i Pi _i} est indecomposable par hypothese de 
recurrence. Par construction de la classe Ti(2ni,--- , 2nk), i Pi -i G [X], 
i Ps ^ [X], ou X = S(G) - {i Pi ,i Pi -i}, et (i P( -i,i Pi ) ^ (i Pi _i,0), done G 
est indecomposable. 

Soit j G {l,--- ,k}. Encore par construction de la classe / H(2m, ■■ ■ ,2nk), 
pour tout I G {1, • • • ,Pj — 1}, {ji-\,ji + i} est un intcrvallc de G — ji ct 
S(G) — {j Pj -i,j P:i } est un intcrvallc non trivial de G — j Pj . De plus, si 

7 G S(G), alors (5 Jp . ) (S(G — 7) — 5 Jp . ), et done 5 Jp . est un intervalle 

non trivial de G — 7. II s'ensuit que tous les sommets de G — sont des 
sommcts critiques de G Comme G — {j Pj , j Pj -i} est indecomposable, les 
arcs de A(pi,p2, ■ • • ,Pk) sont des arcs de 1(G) d'apres la remarque 2.32. 
II s'ensuit d'apres le lemmes 2.1, que G est (-l)-critique en 0. De plus, 
lorsque 7 G S(G), 5(G) — {~/ 1 j Pj _ 1 ,j Pj } est un intervalle non trivial de 
G — {7,i P }, de sorte que d'apres la proposition 2.5, 7 est un sommet isole 
de 1(G). Encore par la la proposition 2.5, I'(G) = A(pi,p2, ■ ■ • ,Pk)- n 

Proposition 2.37. Les graphes G d'ordre > 7, (-1)- critiques en et 
tels que I'(G) = A(2n\, 2n 2 , • • • , 2rik) sont, aux complementaires pres, les 
graphes de la classe T-L(2ri\, 2n 2 , • • • , 2n^). 

Preuve. Soit G = (S,A) un graphe (-l)-critique en tel que I'(G) = 
A(2ni, • • • , 2nfe). Montrons que G ou G est un graphe de H(2m, • • • , 2nk). 
D'apres la remarque 2.31 et le lemme 2.26, pour i G {2, • • • , k}, (%in i ^in i -'i) - 

(l2m-2, l2m) et (*2n,-l, «2n,-2) = (l2m-2, l2ru-l)- D'autre part, pour % ^ 

jdans{2,--- , fc}, (l 2rH , l 2ni _ 2 ) = (l2 ni ,i2 ni ) = (hn^iim) = (hn^^m) = 

(l2ni-2j l2ni) et (12tm-1 , I2711-2) = (I27J1 -1 > *2rii-l) — (.hrij -1 , «2n;-l) = 
(i2n J -l,l2n 1 -l) = (l2rn-2, l2m-l)- LeS graphes G({l 2ni _ 2 , l2ni}) et 

G({l 2ni _ 2 , l2«i-i}) sont alors vides ou complets. Quitte a remplacer G par 
G, on peut supposer qu'ou bien l 2m _ 2 < — > l 2m et l 2jll _ 2 l2m-i) ou 
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bicn l 2ni -2 {l2ni-i,l2rn}- Supposons d'abord que l 2ni -2 < — > hm et 

l2ni-2 l2«i-i- Nous vcrifions en utilisant la remarque 2.31 et le lemme 

2.26, que G(S(2rn, • • • , 2nk)) est un graphe de la classe 7i(2m, • • • , 2rifc). Cc 
graphe etant indecomposable d'apres le lemme 2.36, G = G(S(2ra, • • • , 2rik)) 

d'apres lecorollaire 2.4. Supposons maintenant que I27J1-2 {l2m-i) l2«i}- 

On a (5(2ni, • • • , 2rik) — {0}). Comme G est indecomposable il existe 

7 6 5(G) — S(2m, • • • ,2n/c) tel que le graphe G({0,7}) est non vide. En 
utilisant encore la remarque 2.31 et le lemme 2.26, on verifie que 
G(S(2rn, • • • , 2rik) U {7}) est un graphe de la classe H(2rn, • • • , 2rik)- Cc 
graphe etant indecomposable d'apres le lemme 2.36, G = G(S(2m, • • • , 2rjfc)U 
{7}) d'apres le corollaire 2.4. D 

En conclusion nous obtenons le theoreme suivant : 

Theoreme 2.38. Les graphes G d'ordre > 7 et (— 1)- critiques sont, a 
isomorphisme pres, les graphes H^n+i, H2 n +i, Ri n +i> R2n+i oil n > 3 ; 
les graphes d'ordre >7dela classe TUQUQ' UQ" ; les graphes de la classe 
"H(2tii + 1, 2ri2, • • • , 2nk) U H(2ni, 2n2, • • • , 2rik) et leurs complementaires. 

Concernant les graphes (— l)-critiques d'ordre < 6, d'apres le lemme 
2.11, la classe T nous donne une famille de ces graphes. Remarquons alors 
que le lemme 2.3, outil important dans notre classification des graphes 
(— l)-critiques, ne s'etend pas a leur cas. Par exemple, le graphe Q5 = 
({0, 1, 2, a, /3}, {(0, 1), (1, 0), (0, 2), (2, 0), (0, 0), (0, 0), (2, 0), (0, 2), (a, 0), 
(0,a)}) est un graphe (— l)-critique de la classe T dont le graphe 
d'indecomposabilite est vide. 
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